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Bemerkung zum Zusammenhang zwischen der Atomverteilung in einer Schmelze
und in einem Gitter

H. RUPPERSBERG

Institut fiir Metallphysik und Metallkunde der Universitidt des Saarlandes, Saarbriicken

(Z. Naturforsch. 25 a, 749—752 [1970] ; eingegangen am 8. Marz 1970)

A Remark on the Correlation between the Atomic Distribution in a Melt and in a Lattice

The radial distribution functions of simple liquids are often derived from a lattice by smearing
out the lattice distances. The widening of the distance distribution is related to special disturbances
which are assumed to be typical for the liquid state. It is shown that already the thermal vibrations
lead to similar widenings, irrespective of two extreme possibilities for the kinetic behaviour of the
atoms, namely lattice-like or corresponding to a linear chain with interactions between nearest

neighbors.

1. Einleitung

Es gibt noch keine allgemein anerkannte Vorstel-
lung iiber die Struktur von Fliissigkeiten. Es ist ins-
besondere selbst bei den einatomigen Metallschmel-
zen und bei den flissigen Edelgasen noch nicht ge-
kldrt, inwieweit die Atomanordnung derjenigen in
der festen Phase gleicht. In zahlreichen Arbeiten
wurde versucht, die Atomverteilungskurve (AVK)
von Schmelzen, die ein zeitliches und ortliches Mit-
tel fiir die Haufigkeit der in der Probe auftretenden
Atompaarabstinde darstellt, aus der Atomverteilung
im Gitter abzuleiten. Hierzu ist es u. a. notwendig,
die einzelnen im Gitter vorkommenden diskreten
Abstandswerte mit passend gewahlten Statistiken fiir
die Abstandsabweichung zu falten. Um einen guten
Angleich an die AVK der Schmelzen zu erzielen,
muf die Abstandsstatistik zumindest fiir die néach-
sten Nachbarn als unsymmetrisch angenommen wer-
den; weiterhin mufl die Breite der Statistiken mit
wachsendem Abstand zunéchst stark ansteigen. Dar-
iiber, ob die Breite bei groferen Abstinden dann
konstant bleibt, gibt es unterschiedliche Ansichten;
es gibt mehrere Moglichkeiten, dort einen Angleich
zu erreichen. Gute Erfolge wurden jedenfalls mit
Statistiken erzielt. deren Schwankungsquadrat (u,?)
linear mit dem Abstand r, zwischen dem Atom im
Ursprung und einem Atom in der n-ten Koordina-
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tionsschale anwichst. Das ist die gleiche Gesetz-
miBigkeit wie fiir die Abstandsverteilung in einer
kriftefreien linearen Kette. Es gibt diesbeziiglich fiir
die Schmelzen mehrere Modellvorstellungen 16, de-
ren physikalischer Gehalt von den Autoren unter-
schiedlich, so als strukturelle oder kinetische Sto-
rung im zugrunde gelegten Gitter, interpretiert wird.
Im folgenden soll gezeigt werden, daB8 die zu-
nehmende Verbreiterung der Abstandsstatistiken
teilweise schon durch rein thermische Abstands-
schwankungen zustande kommen kann; unabhingig
davon, ob fiir die Atome in den Schmelzen ein ther-
misches Verhalten eher wie in einer Kette oder eher
wie in einem Gitter angenommen werden darf. Der
Effekt ist sicherlich von der Struktur und damit auch
von der Temperatur 7 abhingig. Der thermische An-
teil an den Abstandsschwankungen kann demnach
auch durch Untersuchungen bei verschiedenen Tem-
peraturen kaum mit Sicherheit eliminiert werden.

Als charakteristisch fiir das besondere Verhalten
der Atome in den Schmelzen erweist sich die Un-
symmetrie der Abstandsstatistiken; ferner, wie frii-
her dargelegt?, der gegeniiber der festen Phase,
trotz der kleineren makroskopischen Dichte, verrin-
gerte hiufigste Abstand zwischen benachbarten Ato-
men.
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2. Abstandsschwankungen in der linearen Kette

Sobald man in einer Kette Kréfte zwischen be-
nachbarten Atomen zulidBt, werden thermische
Schwingungen moglich. Eine Kette soll N Teilchen
mit der Masse M, dem Gleichgewichtsabstand @ und
der Federkonstanten f enthalten. s, ist die Auslen-
kung des n-ten Atoms. Die Kette sei periodisch,
spon=35,. Das fir die AVK interessierende ort-
liche und zeitliche Mittel (u,?) fir das Schwan-
kungsquadrat des Abstandes zwischen Atomen mit
dem Gleichgewichtsabstand n-a ist dann gegeben
durch: ((s;—s$z.2)2) = ((s9—$2)2) = (u,?) mit be-
liebigem 2. Ausgehend von bekannten Ansitzen ®
kann daraus berechnet werden:

() = 3 (a2)osin (50). ()

worinl=2am/Namit m=0, £1,..., = (N-1)/2
bedeutet. a; ist der reelle Anteil der Normalkoordi-
nate mit der Kreisfrequenz «; und der noch von der
Temperatur abhéngenden Energie E (w;, T). Im Mit-
tel ist die Grofe der a; nach einer GauB3-Kurve ver-
teilt ® mit einem mittleren Schwankungsquadrat von

(a2) =E(w;, T) /(M wp). (2)

Auch die u, sind demnach nach Gaul} verteilt. (u,?)
bei hohen Temperaturen ergibt sich aus (1) und
(2) indem fiir E der Wert £ T, k ist die Boltzmann-
Konstante, und fir ®; die bekannte Dispersions-
beziehung eingesetzt wird:

)

2

By BET Fowilue
() = 2 J & (3)

sin? (z)

fiir groles N. Wie Tab. 1 zeigt, entspricht das Ver-
halten bei kleinem n genau demjenigen der krifte-
freien Kette.

Die Abstandsschwankungen haben einen Hochst-
wert fiir n = N/2 mit

~NET/(4). (4)

In der Tabelle sind Werte fiir zwei Kettenldngen
(N =100 und N =1000) angegeben.

Auch bei 0°K sind die Abstandsschwankungen
noch vom Abstand abhéngig, wenn auch nicht mehr
in so starkem Malle. Das zeigt sich, wenn fir E die

Nullpunktenergie eingesetzt wird. Aus den Aus-
driicken, die sich dann an Stelle von (3) und (4)

( lla\'/z2 )

8 G. LeiBrrIED, Handb d. Physik, Bd. VII/1, Springer-Ver-
lag, Berlin 1955.
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T =0°K hohe Temperaturen
n Lugy S {un> {upy
<uid Ul {upy n - upy
1 1,00 1,00 1 1
2 1,37 0,69 2 1
3 1,53 0,51 3 1
4 1,67 0,42 4 1
5 1,77 0,35 5 1
50 2,72 0,05 25 0,5
500 3,88 0,01 250 0,5

s

Tab. 1. Relative Abstandsschwankungen in der linearen Kette.

ergeben, wurden die Werte in Spalte 2 und 3 der
Tabelle errechnet. Der Effekt ist demnach davon ab-
héngig, wie stark die einzelnen Moden angeregt
sind.

Es ist ein noch offenes Problem, inwieweit und
fiir welche Erscheinungen das Modell der linearen
Kette eine giinstige Ausgangsbasis zur Beschreibung
der Schmelzen ist. Fiir Kristallgitter zumindest ist
es, wie LEIBFRIED ® zeigt, ungeeignet. Die Aussage,
dal} die thermischen Abstandsschwankungen mit dem
Abstand zunichst stark anwachsen, trifft jedoch auch
dann zu, wenn sich die Schmelzen in dieser Bezie-
hung eher wie Festkorper verhalten. Das soll im
néchsten Abschnitt gezeigt werden.

3. Abstandsschwankungen im Gitter

Hier soll die Verteilung des Betrages u der Ab-
weichung eines Atomabstandes vom Betrag r des
Gleichgewichtsabstandes sowie (u?) in Abhéangig-
keit von r bestimmt werden. Fiir den Abstand zwi-
schen dem Atom im Ursprung und dem Atom n gilt:

|
un:iriz"‘sn_soE_!rn]'

Zur Abkiirzung wird §,—S8, mit S, Betrag S be-
zeichnet, das die Komponenten mit den Betrdgen X,
Y und Z haben soll. 7 soll in x-Richtung liegen. Bei

r und u werden die Indizes fortgelassen.

S2— X3— X52
u= X+72Wr7 2r2 2 www w (5)

Es wird zunichst das Verhalten bei groBeren Ab-
stainden, mit u =X, betrachtet. Die Verteilung ist
dann wie bei der Kette eine Gauf3-Verteilung um die
Gleichgewichtsabstinde. An Stelle von (1) ergibt

sich
8 L fre pz P Lo (LT
<u2>=7\,',~ g — (a8 >Sm2<*2'>- (6)

1)01 i |

9 L. D. LanpAU u. E. M. LirscHiTz, Lehrbuch der Theoreti-
schen Physik. V. Akademie-Verlag, Berlin 1966.
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Zu jedem Wellenvektor 1 gehoren drei Polarisations-
richtungen Py, ;. Die Abstandsabhingigkeit der (u?)
kann unter vereinfachenden Annahmen wie folgt be-
rechnet werden: Die zu einem l gehorenden Polari-
sationsrichtungen sollen senkrecht aufeinander ste-
hen. p einer der transversalen Wellen soll senkrecht
auf r stehen. Der Winkel zwischen I und r wird
mit ¢ bezeichnet. Mit (2) folgt dann fiir hohe Tem-

peraturen:
9
sIn” €
+ ) (7)

% (rpi)?
— =
o (1)1,-'_)“

i=1 r

5 kT (cos®¢
(on ) = 5 (2
w; 1 und ;9 sind die Kreisfrequenzen fiir die
longitudinalen und transversalen Wellen. Im weite-
ren wird angenommen, dal die Geschwindigkeiten
V =/l nicht von der Frequenz abhingen, es wird
V,=2V, gesetzt. Die Brillouin-Zone wird durch
eine Debye-Kugel mit dem Radius I und die Sum-
mation durch eine Integration ersetzt. Es ergibt sich

schlieBlich mit R=Ipr:

R
18kT 4 sin (z)
(%) =y e [1_ 3Rf g o

0

cos (R) sin (R)

——— T |- (8)

Der Faktor vor der Klammer liefert (u..?), das sich
experimentell aus dem Debye-Waller-Faktor ergibt.
Der Inhalt der Klammer wird als Korrelationskoef-
fizient y = (u?)/(u~?) bezeichnet. In Tab. 2 sind in
der vierten Spalte die Korrelationskoeffizienten y,
fir die einzelnen Koordinationsschalen einer Al-
Struktur angegeben. Die starke Abstandsabhéngigkeit
der (u,?) ist auch aus der fiinften Spalte zu ersehen;
bei kleinen Abstinden ndhert sich das Verhalten
dem der kriftefreien Kette.

Auch hier sind, wie bei der linearen Kette, die
Schwankungsquadrate schon bei 0 °K vom Abstand
abhingig. Entsprechende Rechnungen fiithren zu den
in Tab. 2, Spalte 2 und 3, angegebenen Ergebnis-
sen. Mit steigender Temperatur nimmt demnach der
Einflul des Abstandes auf (u?) zu.

Das aus Tab. 2 zu ersehende Verhalten wird im
groBen und ganzen experimentell bestitigt. Es lie-
gen Ergebnisse vor fiir festes Pb, Co und Al von
KarLow et al. 1712 sowie fiir Al und Cu von Rup-

10 R, KarrLow, S. L. STRONG u. B. L. AVERBACH, J. Phys.
Chem. Solids 25, 1195 [1964].

11 R. G. LAGNEBORG u. R. KarLow, Acta Met. 15, 13 [1967].

12 R. FessLER, R. KarLow u. B. L. AvERBACH, Phys. Rev.
150, 34 [1966].

T=0°K hohe Temperaturen
n Vn {un> Yn {un>

rn s U rn - Uiy
1 0,75 1,00 0,47 1,00
2 0,93 0,88 0,66 1,00
3 0,95 0,74 0,72 0,90
4 0,94 0,63 0,75 0,80
5 0,95 0,57 0,78 0,75
6 0,96 0,52 0,80 0,70
7 0,97 0,49 0,82 0,67
8 0,98 0,46 0,83 0,63
9 0,99 0,44 0,84 0,60
10 0,98 0,41 0,85 0,58

) 1,00 0 1,00 0

Tab. 2. Korrelationskoeffizienten und relative Abstandsschwan-
kungen fiir die einzelnen Koordinationsschalen einer
Al-Struktur.

PERSBERG et al. 1% 4, Eine dhnliche Abstandsabhéan-
gigkeit finden WALKER und KEATING ® fiir die Ge-
samtschwankungsquadrate (S?). Die Autoren erhal-
ten dabei einen nur graduellen Unterschied zwischen
den Ergebnissen von Rechnungen ohne Dispersion
und mit einer Dispersion wie sie in der linearen
Kette mit Wechselwirkungen zwischen néchsten Nach-
barn vorliegt. Weiterhin gibt es Berechnungen von
BarscH 16 fiir ein kubisch-primitives Gitter, die,
ebenfalls auf dem Debye-Modell basierend, bei ho-
hen Temperaturen einen zu (8) analogen Ausdruck
ergeben. Bei 0 °K findet Barsch Korrelationskoeffi-
zienten, die bei grofleren Abstinden um 1 oszillie-
ren. Im Detail sind diese Abstandseffekte weder ex-
perimentell noch theoretisch gesichert.

Mit den Ansitzen der Debyeschen Theorie wird
(us?) aus (8) zu:

(us2) =TkT/(M p?) =r2-1072T/T. (9)

wp ist die Debye-Frequenz, T die Schmelztempera-
tur, r; der Abstand benachbarter Atome. Der zweite
Ausdruck rechts in (9) wird, wie bei LEIBFRIED 8
dargestellt, als Naherung fiir Metalle mit A1-Struk-
tur erhalten. Bei einem y; von 0,5 ergibt sich fir
festes Aluminium bei der Schmelztemperatur (u,?)
—=0,05 A2, dieser Wert wird experimentell bestitigt.
Der symmetrische Anteil in der Abstandsverteilung
ndchster Nachbarn hat beim fliissigen Aluminium
den gleichen Wert 13; so dal}, wenn man die Vorstel-

13 H. RurpErsBERG u. H. J. SEEMANN, Z. Naturforsch. 20 a,
104 [1965].
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lungen von der festen Phase auf die Schmelze iiber-
trigt, letztlich nicht viel tibrig bleibt fiir zusatzliche
strukturelle Schwankungen.

Die bisher in (5) aufler acht gelassenen Glieder
fihren zu einem unsymmetrischen Anteil in der Ab-
standsverteilung, der vom Gleichgewichtsabstand
nach grolleren Abstidnden hin abféllt. Unter der An-
nahme, dal X, ¥ und Z unabhingig voneinander
sind, lassen sich die Momente von u errechnen:

(w) = 5 (¥2) +(22));

A.R.MOON

(w?) = (X2) + S5 ((77) + (2))2.

(u) hat fiir nichste Nachbarn bei der Schmelztem-
peratur einen Wert in der GroBenordnung von
Hundertstel A. Der Anteil der Y- und Z-Auslenkun-
gen an (u,?) betrdgt bei dieser Temperatur einige
Prozent. Die Unsymmetrie im ersten Maximum der
Schmelzen ist viel grofer und kann damit nur auf
die besondere Struktur der Schmelzen zuriickgefiihrt
werden.
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A perturbation theory of thermal diffuse scattering of low-energy electrons is developed along
the lines of von Laue’s “reciprocity theorem” approach successfully used by Kainuma in the con-
sideration of diffuse scattering in high-energy electron diffraction. This theory takes into account
the multiple scattering of the electrons within the crystal, and is so formulated that it may be
used in conjunction with present LEED calculations for the elastic scattering from a perfect crystal.
It is shown that by a pseudokinematical approximation for the perfect crystal wave functions, the
normal pseudokinematical result for the diffuse intensity is obtained. Under certain conditions dif-
ferences between the multiple scattering theory and the pseudokinematical theory are expected to
occur. These deviations have their origin in resonance processes. Some numerical results comparing

the two theories are presented.
1. Introduction

Electrons incident upon a crystal are scattered
both elastically and inelastically within it. A study
of those electrons which are inelastically scattered
from phonons, that is the thermal diffuse scattered
electrons, contributes to an understanding of the
lattice dynamics of the crystal. Low-energy electrons
penetrate the crystal only slightly and so a study
of the thermal-diffuse-scattered electrons for these
low incident energies would contribute to an under-
standing of the lattice dynamics near the crystal
surface.
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The most fruitful approach to this understanding
is the proposal of a model of the lattice dynamics
and then comparison of the theoretical predictions
for this model with the experimentally measured re-
sults. In order to make this comparison, a know-
ledge of the scattering dynamics of the electron is
needed. Some success in interpretation of experi-
mental results has been achieved using pseudokine-
matical scattering ideas!, in which the electron is
assumed to undergo only single inter-atomic scat-
terings within the crystal. On the other hand, there
exists a body of experimental evidence? emphasiz-
ing the dynamical (multiple scattering) nature of

1 E. R. Jongs, J. T. McKINNEY, and M. B. WeBB, Phys. Rev.
151, 476 [1966]; 160, 523 [1967]. — R. F. BARNEs, M.
G. LacaLLy, and M. B.Wess, Phys. Rev. 171, 627 [1968].
— M. G. LacaLry, Ph. D. Thesis, University of Wiscon-
sin 1968, unpublished.

2 See for instance, Refs. 22 24—26,



